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Def. Pre-miar¡ nazywamy funkcj¦ µ : G → [0,+∞] okre±lon¡ na
rodzinie G ⊆ 2X zawieraj¡cej zbiór pusty, tak¡, »e µ(∅) = 0 oraz {An}∞n=1

⊆ G
parami rozª¡czne⊔∞

n=1
An ∈ G

 =⇒ µ(
∞⊔
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An) (σ-addytywno±¢)

Uw. Pre-miara µ : G → [0,+∞] jest miar¡ ⇐⇒ G jest σ-algebr¡.

Problem: Kiedy pre-miara µ : G → [0,+∞]
przedªu»a si¦ do miary µ̃ : σ(G)→ [0,+∞]?

CaratheodoryPrz.
CaratheodoryNiech G = {∅, {a}, {a, b}}, X = {a, b} oraz

µ(∅) = 0, µ({a}) = 2, µ({a, b}) = 1. Wtedy

µ jest pre-miar¡, ale nie przedªu»a si¦ do miary na σ(G)!
Zauwa»my, »e G jest zamkni¦ta na przekroje, ale nie na ró»nice.
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Def. Niepust¡ rodzin¦ S ⊆ 2X nazywamy póªpier±cieniem je±li

S1 A,B ∈ S =⇒ A ∩ B ∈ S (zamkni¦ta na przekroje)

S2 A,B ∈ S =⇒ ∃ {Ai}
n
i=1
⊆S

parami rozª¡czne

A\B =
n⊔

i=1
Ai

(
z dokªadno±ci¡ do

rozª¡cznych sum

zamkni¦ta na ró»nice

)

Uw. Z (S2) i niepusto±ci S wynika, »e S zawiera ∅. (bo A \ A = ∅)

Prostopadªo±ciany póªotwarte w Rn tworz¡ póªpier±cie«!

P := {[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) : ai , bi ∈ R}

n = 1 n = 2 n = 3

Twierdzenie Caratheodory'ego o przedªu»eniu miary

Ka»da pre-miara µ : S → [0,+∞] na póªpier±cieniu S przedªu»a
si¦ do miary µ̃ : σ(S)→ [0,+∞] na σ-algebrze generowanej przez S.
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Krok 1. Pre-miara ªatwo przedªu»a si¦ z póªpier±cienia na pier±cie«:

Def. Niepust¡ rodzin¦ R ⊆ 2X nazywamy pier±cieniem je±li

R1 A,B ∈ R =⇒ A ∪ B ∈ R (zamkni¦ta na sumy)

R2 A,B ∈ R =⇒ A \ B ∈ R (zamkni¦ta na ró»nice)

Uw. Z (R2) oraz A ∩ B = A \ (A \ B) wynika, »e R jest zamkni¦ty na

przekroje. W szczególno±ci pier±cie« jest póªpier±cieniem i zawiera ∅.

Stw. Je±li S jest póªpier±cieniem, to rodzina

R(S) := {
n⊔

i=1
Ai : {Ai}ni=1 ⊆ S, n ∈ N}

(
sko«czone sumy

parami rozª¡cznych

zbiorów z S

)
jest najmniejszym pier±cieniem zawieraj¡cym S. Ka»da pre-miara µ na

S przedªu»a si¦ jednoznacznie do pre-miary µ̃ na pier±cieniu R(S):

µ̃(
n⊔

i=1
Ai ) =

n∑
i=1

µ(Ai ), {Ai}ni=1 ⊆ S parami rozª¡czne.

Dowód: Patrz np. "pandemiczne notatki z wykªadu". 4 / 12



Ró»ne rodziny zbiorów

π-ukªadyπ-ukªady

póªpier±cienie

π-ukªady

póªpier±cienie

pier±cienie

π-ukªady

póªpier±cienie

pier±cienie

algebry

π-ukªady

póªpier±cienie

pier±cienie

algebry

σ-algebry

π-ukªady

póªpier±cienie

pier±cienie

algebry

σ-algebry

λ-ukªady

Uw. R - pier±cie« zbiorów ≡ (R,⊕,�) pier±cie« algebraiczny, gdzie

A⊕ B := A \ B t B \ A︸ ︷︷ ︸
ró»nica symetryczna

, A� B := A ∩ B.

Uw. A - algebra zbiorów ≡ (A,∨,∧,¬) algebra Boole'a, gdzie

A ∨ B := A ∪ B, A ∧ B := A ∩ B, ¬A := X \ A.
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Krok 2. Do ogólnej konstrukcji u»yjemy miary zewnt¦rznej.

Lem. Dla dowolnej funkcji µ : G → [0,+∞] takiej, »e µ(∅) = 0, ∅ ∈ G,
zde�niujmy funkcj¦ µ∗ : 2x → [0,+∞] wzorem

µ∗(A) := inf
{ ∞∑

n=1

µ(Cn) : A ⊆
∞⋃
n=1

Cn, {Cn}∞n=1 ⊆ G
}

A

C1

C2
C3 C4

C5 C6 · · ·

=∞ je±li nie istnieje pokrycie A zbiorami z G
.Wtedy

Z1 µ∗(∅) = 0 (niezdegenerowanie)

Z2 A ⊆ B =⇒ µ∗(A) ¬ µ∗(B) (monotoniczno±¢)

Z3 ∀{An}∞n=1 µ
∗(
∞⋃
n=1

An) ¬
∞∑
n=1

µ∗(An) (σ-subaddytywno±¢)

Def. Ka»d¡ funkcj¦ µ∗ : 2x → [0,+∞] speªniaj¡c¡ (Z1), (Z2), (Z3)

nazywamy miar¡ zewn¦trzn¡. (Miara zewn¦trzna na ogóª nie jest miar¡!)

Dowód Lem: (Z1). Kªad¡c C1 = C2 = C3 = ... = ∅ ∈ G otrzymujemy

pokrycie ∅ i st¡d µ∗(∅) ¬
∞∑
n=1

µ(Cn) =
∞∑
n=1

µ(∅) = 0 =⇒ µ∗(∅) = 0.
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(Z2). Je±li A ⊆ B , to ka»de pokrycie zbioru B jest tak»e
pokryciem zbioru A. Czyli potencjalnie A ma wi¦cej pokry¢
zbiorami z G. St¡d

µ∗(A) = inf{
∞∑
n=1

µ(Cn) : A ⊆
∞⋃
n=1

Cn, {Cn}∞n=1 ⊆ G}

¬ inf{
∞∑
n=1

µ(Cn) : B ⊆
∞⋃
n=1

Cn, {Cn}∞n=1 ⊆ G} = µ∗(B).

(Z3). Nierówno±¢ µ∗(
∞⋃
n=1

An) ¬
∞∑
n=1

µ∗(An) jest oczywista, je±li

µ∗(An) =∞ dla pewnego n ∈ N. Zaªó»my wi¦c, »e µ∗(An) <∞
dla ka»dego n ∈ N. Dla dowolnego ε > 0 i n ∈ N istniej¡

{C n
k }∞k=1 ⊆ G takie, »e An ⊆

∞⋃
k=1

C n
k i

∞∑
k=1

µ(C n
k ) < µ∗(An) +

ε
2n
.

Wtedy ci¡g {C n
k }
∞,∞
k=1,n=1 ⊆ G jest pokryciem zbioru

⋃∞
n=1 An i st¡d

µ∗(
∞⋃
n=1

An) ¬
∞∑
n=1

∞∑
k=1

µ(C n
k ) <

∞∑
n=1

µ∗(An) +
ε
2n

=
∞∑
n=1

µ∗(An) + ε.

Z dowolno±ci ε > 0 dostajemy µ∗(
∞⋃
n=1

An) ¬
∞∑
n=1

µ∗(An). �
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Tw. Dla dowolnej miary zewn¦trznej µ∗ rodzina zbiorów

Fµ∗ := {A ⊆ X : ∀B⊆X µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ A′)︸ ︷︷ ︸
Warunek Caratheodory'ego (C)

}

jest σ-algebr¡ i µ∗ : Fµ∗ → [0,+∞] jest miar¡ (µ∗|Fµ∗ jest σ-addytywna).

Uw. Na mocy subaddytywno±ci miary zewn¦trznej:

A speªnia warunek (C ) ⇐⇒ ∀B⊆X µ∗(B) ­ µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ A′)

Dowód: (Σ1). X ∈ Fµ∗ bo dla dowolnego B ⊆ X mamy

µ∗(B ∩ X ) + µ∗(B ∩ X ′) = µ∗(B) + µ∗(∅) = µ∗(B).

(Σ2). A ∈ Fµ∗ ⇐⇒ ∀B⊆X µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ A′)

⇐⇒ ∀B⊆X µ∗(B) = µ∗(B ∩ A′) + µ∗(B ∩ (A′)′)

⇐⇒ A′ ∈ Fµ∗ .
Zamiast (Σ3) poka»emy, »e Fµ∗ jest algebr¡ oraz λ-ukªadem (czyli w

sumie σ-algebr¡). Przy okazji poka»emy σ-addytywno±¢ µ∗|Fµ∗ .
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Niech A1,A2 ∈ Fµ∗ i B ⊆ X . Wtedy

µ∗(B∩(A1∪A2))+µ∗(B∩(A1∪A2)′) ¬ A1∪A2=(A1∩A2)t(A1∩A′2)t(A
′
1∩A2)

+ podaddytywno±¢ µ∗ + De Morgan

¬ µ∗(B∩A1∩A2)+µ∗(B∩A1∩A′2)+µ∗(B∩A′1∩A2)+µ∗(B∩A′1∩A′2)︸ ︷︷ ︸
warunek (C) dla A2 i B ∩ A1

︸ ︷︷ ︸
warunek (C) dla A2 i B ∩ A′1

= µ∗(B ∩ A1) + µ∗(B ∩ A′1)︸ ︷︷ ︸
warunek (C) dla A1 i B

= µ∗(B)

Zatem A1 ∪A2 speªnia (C ). Czyli A1 ∪A2 ∈ Fµ∗ . Skoro Fµ∗ zamkni¦ta

na sumy i dopeªnienia to i na ró»nice, bo A \ B = (A′ ∪ B)′.
Zatem Fµ∗ jest algebr¡ (a w szczególno±ci π-ukªadem).

Niech teraz {An}∞n=1 ⊆ Fµ∗ parami rozª¡czne. Dla B ⊆ X i N ∈ N

µ∗(B ∩
N⊔

n=1
An)

(C) dla AN
==== µ∗(B ∩

N⊔
n=1

An ∩ AN) + µ∗(B ∩
N⊔

n=1
An ∩ A′N)

= µ∗(B ∩ AN) + µ∗(B ∩
N−1⊔
n=1

An)

Powtarzaj¡c to rozumowanie otrzymamy
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µ∗(B ∩
N⊔

n=1
An) =

∑N
n=1 µ

∗(B ∩ An) (♥)

Nast¦pnie skoro
⊔N

n=1 An ∈ Fµ∗ (bo Fµ∗ algebra), to

µ∗(B)
(C) dla

⊔N

n=1
An

====== µ∗(B ∩
N⊔

n=1
An) + µ∗(B ∩ (

N⊔
n=1

An)′)

(♥)
==

N∑
n=1

µ∗(B ∩ An) + µ∗(B ∩ (
N⊔

n=1
An)′) ­ monotoniczno±¢

miary zew. µ∗

­
N∑

n=1
µ∗(B ∩ An) + µ∗(B ∩ (

∞⊔
n=1

An)′).

Przechodz¡c z N →∞ otrzymujemy

µ∗(B) ­
∞∑
n=1

µ∗(B ∩ An) + µ∗(B ∩ (
∞⊔
n=1

An)′) ­ σ-subaddytywno±¢
miary zewn¦t. µ∗

­ µ∗(B ∩ (
∞⊔
n=1

An)) + µ∗(B ∩ (
∞⊔
n=1

An)′).

Zatem
∞⊔
n=1

An ∈ Fµ∗ , bo speªnia (C ). Ponadto, kªad¡c tu B =
∞⊔
n=1

An

dostaniemy µ∗(
∞⊔
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ∗(An). Czyli µ∗|Fµ∗ jest miar¡. �
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Krok 3. �Poª¡czy¢ kropki�.

Niech µ : S → [0,+∞] pre-miara na póªpier±cieniu S i

µ∗(A) := inf{
∞∑
n=1

µ(Cn) : A ⊆
∞⋃
n=1

Cn, {Cn}∞n=1 ⊆ S}

Lem1. µ∗ na R(S) = {
n⊔

i=1
Ai : {Ai}ni=1 ⊆ S, n ∈ N} pokrywa si¦

z pre-miar¡ µ̃(
n⊔

i=1
Ai) =

n∑
i=1

µ(Ai) ze Stw.

Dowód: Niech A ∈ R(S). Jasne jest, »e µ∗(A) ¬ µ̃(A), bo je±li

A =
n⊔

i=1
Ai , gdzie {Ai}ni=1 ⊆ S, to µ̃(A) =

n∑
i=1

µ(Ai) i {Ai}ni=1 ⊆ S
pokrycie A. Z drugiej strony, je±li {Cn}∞n=1 ⊆ S pokrycie A, to

µ̃(A) = µ̃(
∞⋃
n=1

Cn ∩ A)
σ-subaddyt.

¬
∞∑
n=1

µ̃(Cn ∩ A)
monoton.

¬
∞∑
n=1

µ̃(Cn).

Czyli µ̃(A) ¬
∞∑
n=1

µ̃(Cn) =
∞∑
n=1

µ(Cn), sk¡d µ̃(A) ¬ µ∗(A). �
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Lem2. S ⊆ Fµ∗ .

Dowód: Niech A ∈ S, B ⊆ X i niech {Cn}∞n=1 ⊆ S pokrycie B .

µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ A′)
monoton.

¬ µ∗(
∞⋃
n=1

Cn ∩ A) + µ∗(
∞⋃
n=1

Cn ∩ A′)

σ-subaddyt.

¬
∞∑
n=1

µ∗(Cn ∩ A) +
∞∑
n=1

µ∗(Cn ∩ A′)

Lem1
=

∞∑
n=1

µ̃(Cn ∩ A) + µ̃(Cn \ A)

add.
=

∞∑
n=1

µ̃(Cn) =
∞∑
n=1

µ(Cn).

Z dowolno±ci {Cn}∞n=1, mamy µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ A′) ¬ µ∗(B).
Zatem A ∈ Fµ∗ (speªnia warunek (C )). �

Wn. Je±li µ : S → [0,+∞] jest pre-miar¡ na póªpier±cieniu S, to
µ∗ : Fµ∗ → [0,+∞] jest miar¡ b¦d¡c¡ przedªu»eniem µ.

Dowód: Tw =⇒ µ∗|F∗µ miara. Lem1,2 =⇒ S ⊆ Fµ∗ i µ∗|S = µ.
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