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Wyktad 5

Twierdzenie o przedfuzeniu miary
(potpierscienie, miara zewnetrzna, zbiory mierzalne)
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Def. Pre-miara nazywamy funkcje 1 : G — [0, +00] okreslong na
rodzinie G C 2% zawierajacej zbiér pusty, taka, ze u()) = 0 oraz

{An}gil cg S g
parami roztaczne | = pu( |_| Ap) = Z 1(An)  (o-addytywnos¢)
|_|;.i1 A,eqg n=1 n=1

Uw. Pre-miara i : G — [0, +00] jest miarg <= G JeStﬁ-—@-lqb@

Problem: Kiedy pre-miara 1 : G — [0, +o0] ’
przedtuza sie do miary i : 0(G) — [0, +0o0]? :

Prz. Niech G = {0, {a}, {a, b}}, X = {a, b} oraz Caratheodory

u(0) =0, u({a}) =2, p({a, b}) = 1. Wtedy
p jest pre-miarg, ale nie przedtuza sie do miary na o(G)!

Zauwazmy, ze G jest zamknieta na przekroje, ale nie na réznice. ,




Def. Niepusta rodzine S C 2% nazywamy pétpierécieniem jedli

@ ABeS=ANBeS (zamknigta na przekroje)
z dokfadnoscia do

@ ABeS=—d (4 ¥,cs A\B = |_| A; rozfacznych sum

parami rozlqczne zamknigta na réznice

Uw. Z (S2) i niepustosci S wynika, ze S zawiera (). (bo A\ A =0) |

Prostopadtosciany pétotwarte w R” tworza pétpierscien!

P = {[31,b1) X [az,bz) X+ X [a,,,b,,) : a,-,b; S R}

Twierdzenie Caratheodory’ego o przedtuzeniu miary

Kazda pre-miara 1 : S — [0, +00] na pétpierscieniu S przedtuza
sie do miary i : 0(S) — [0, +00] na o-algebrze generowanej przez S.
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Krok 1. Pre-miara tatwo przedtuza sie z pétpierécienia na pierscien:

Def. Niepusta rodzine R C 2X nazywamy pierécieniem jeli
@ ABER=AUBeR (zamknieta na sumy)
@ ABeR=—A\BeR (zamknieta na réznice)

Uw. Z (R2) oraz AN B = A\ (A\ B) wynika, ze R jest zamkniety na
przekroje. W szczegélnosci pierécien jest pétpierscieniem i zawiera ().

Stw. Jesli S jest pétpierscieniem, to rodzina
n skonczone sumy
R(S) = { L] A: {Ai}?:l CS,ne N} parami roztacznych
i=1

zbioréw z S

jest najmniejszym pierscieniem zawierajacym S. Kazda pre-miara p na
S przedtuza sie jednoznacznie do pre-miary fi na pierscieniu R(S):

ﬁ(lﬁl Ai) = Zn: w(Ai), {Ai}"_; € S parami roztaczne.
i=1 i=1

Dowdd: Patrz np. "pandemiczne notatki z wyktadu".



Rézne rodziny zbioréw

\

( -uklady

(pc')’fpierécienie

pierscienie

A-uktady

Uw. R - pierscien zbioréw = (R, ®, ®) pierscien algebraiczny, gdzie

Ao B:= A\BUB\A, AGB:=ANB.
—— 3
réznica symetryczna

Uw. A - algebra zbioréw = (A, V, A, —) algebra Boole'a, gdzie
AVB:=AUB, AAB:=ANB, -A:=X\A j




Krok 2. Do ogdlnej konstrukcji uzyjemy miary zewnterzne;j.

Lem. Dla dowolnej funkgji p: G — [0, +0o0] takiej, ze u(0) =0, 0 € G,
zdefiniujmy funkcje p* : 2¥ — [0, +00] wzorem

3

o0 G
1 (A) : mf{Zu AC | G {Gle g} ArHS
= 0 J€S|I nie istnieje pokr\/c; A zbiorami z G |
V\/tedy
2 pu0)=0 (niezdegenerowanie)
@ ACB=— u*(A) < u*(B) (monotonicznosc)
D Viaye, K (U An) < § w*(An) (o-subaddytywnos¢)

Il
&

n

Def. Kazda funkcje p* : 2¢ — [0, 00| spetniajaca (Z1), (22), (Z3)
nazywamy miarg zewnetrzng. (Miara zewnetrzna na ogét nie jest miara!)

Dowdd Lem: (Z1). Ktadac Gt = G = G = ... = () € G otrzymujemy
pokrycie (i stad p*(0) < 3 w(Co) = X pu(0) =0 = p*(0) = 0.
n=1 n=1
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(Z2). Jesli A C B, to kazde pokrycie zbioru B jest takze
pokryciem zbioru A. Czyli potencjalnie A ma wiecej pokry¢
zbiorami z G. Stad

p(A) =inf{ S u(C): AC U GG € 6)
<inf{- u(G): BC U G {Chiy €6} = p'(B)

(Z3). Nieréwnos¢ u*( U Ap) < Z p*(A,) jest oczywista, jesli

1 (A,) = oo dla pewnego ne N. Za’fozmy wiec, ze p*(A,) < oo
dla kazdego n € N. Dla dowolnego ¢ > 0 i n € N istnieja
(CPY22, C G takie, e A, © U CP i 50 pu(CP) < p*(An) + &
Wtedy ciag {C/} i1 =1 C QI]Z;t pok;(y:cliem zbioru U2, A, i stad

pr(U An) < 2 8 (G0 < 32 pt(An) + 5 = 2 07 (Aa) ¢

8

Z dowolnosci € > 0 dostajemy p*( oLj An) < X pH(An). |
n=1 n=1
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Tw. Dla dowolnej miary zewnetrznej p* rodzina zbioréw

Fur ={AC X :Vpcx p*(B) =p (BNA)+u* (BNA)}

Warunek Caratheodory’ego (C)

jest o-algebra i p* : F i — [0, 4-00] jest miarg (u*|7,. jest o-addytywna).

Uw. Na mocy subaddytywnosci miary zewnetrznej:

A spetnia warunek (C) <= Vpcx p*(B) > p*(BNA) +u*(BNA)

Dowéd: (X1). X € F, bo dla dowolnego B C X mamy
P (BNX)+p (BNX') = p*(B) + p(0) = w(B).
(22) Ae FH* = VBQX /L*(B) = IU*(B N A) + ,U*(B N A/)
= Vgex #*(B) = w*(BNA) + (BN (AY)
— A € Fyr.
Zamiast (X3) pokazemy, ze F,« jest algebra oraz A-ukfadem (czyli w
sumie o-algebra). Przy okazji pokazemy o-addytywnosé p* Fopn -
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Niech Ay, Ay € Fy» i B C X. Witedy

* * A1UA>=(A1NA2)U(A1NAL)U(ALNA2)
K (Bﬁ(A1UA2))+M (BQ(A1UA2)/) < -l,{ pofjaddyltywsoéé uz‘ +2De Mérgaﬁ

< pH(BNAINAY)+p*(BNAINASY) 4+ p*(BNALNAY) +p* (BNATNAS)
warunek (C) dla Ay i B A; warunek (C) dla A2 i BN A
= (BNA)+ " (BNAY) = p*(B)
warunek (C) dla A; i B

Zatem A; U A; spetnia (C). Czyli Ay U Ay € F,«. Skoro F,« zamknigta
na sumy i dopetnienia to i na réznice, bo A\ B = (A’ U B)'.
Zatem F - jest algebra (a w szczegélnosci m-uktadem).

Niech teraz {A,}52; C F,» parami rozfaczne. Dla BC X i N € N

N (C) dla Ay N N ,
w (BN |_|1A,,) — u*(Bn |_|1A,,mAN)+u*(Bm |_|1A,,mA,\,)

n—= n= n—=

N—-1
= (BNAn)+p*(BN U1 An)

n—=

Powtarzajac to rozumowanie otrzymamy
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N
p(B0 [ A = S (B 1A ©)
Naste;pnie skoro | [N, A, € F,« (bo F algebra), to
* ) dia |—|n 1 An * N * N /
w(e) p(B0 [ A+t (BN (L AY)

N o
(BN AR) + (BN (L] Ap)) > monotonicznose

P miary zew. [

N 00
> 3 (B0 A+ (B0 ([ A).
Przechodzac z N — oo otrzymujemy

. X x o -subadd s¢
w(B)> 3w (BN A +u (BN (U AnY) > Tieined

n=1

&
e

p (BN (U A+ (BN (L] A).

Zatem o|_|O Ap € F,+, bo spetnia (C). Ponadto, ktadac tu B = O|_|o An
n=1 n=1

. o x . . .
dostaniemy p*( || As) = 3 p*(An). Czyli p*|7,. jest miara. [ |
n=1 n=1
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Krok 3. ,Pofaczy¢ kropki'.
Niech @ S — [0, +00] pre-miara na pétpierscieniu S i

=inf{D_w(G):AClJ C.{C}2, CS} ¢ o

n=1

Leml. p* na R(S) = {lil A {Ai}; €S, n e N} pokrywa sie
i=1

Z pre-miarg ﬁ(lﬂ Aj) = Zn: 1(A;) ze Stw.
i=1 i=1

Dowc')d Niech A € R(S). Jasne jest, ze ,u*(A) < i(A), bo jesli
A= I_|A gdzie {Ai}lL; € S, to i(A) = Zu( D)i{A}L CS
pokryue A. Z drugiej strony, jesli {C,}5°, C S pokryC|e A, to

o-subaddyt. oo noton. 0o

A =0 GNA) < S aGNA) T S (G,
Cayli ji(A) < X2 i(C) = 3 (Gy), skad (A) < '(A).
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Lem2. S C F-. |

Dowdéd: Niech A€ S, B C X i niech {C,}52; C S pokrycie B.
W (BA) +pr(BNA) LT (U GnAy+ (U 6N A)
o-subaddyt. oo

< > (G, NA)+ iu*(CmA/)

n=1

Lem! % 7i(Co N A) + Ti(Cy \ A)

G = X G

Z dowolnosci {C,}0°;, mamy p*(BNA)+ u*(BNA") < u*(B).
Zatem A € F,~ (spetnia warunek (C)). |

Whn. Jesli 0 S — [0, +00] jest pre-miara na pétpierscieniu S, to
p* o Fue — [0, +00] jest miarg bedaca przedtuzeniem p.

Dow6d: Tw = p*[r: miara. Lem1,2 = § C F .« i p*|s = p.
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